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6 �íslo π je iracionální
�íslo π (téº Ludolfovo £íslo) vstoupilo do matematiky jako pom¥r délky kruºnice a jejího
pr·m¥ru. B¥hem staletí objevili matematici velkou °adu dal²ích vztah·, ve kterých π vystupuje.
Týká se nejen geometrie (v rovin¥ £i v prostoru), ale i °ady dal²ích odv¥tví jako matematická
analýza nebo teorie pravd¥podobnosti.

Je to £íslo v mnoha ohledech skute£n¥ pozoruhodné. P°estoºe ho znali jiº sta°í Bybylo¬ané
a Egyp´ané, velkou pozornost mu v¥novali matematici staro°e£tí i staroindi£tí, jeho iracionalitu
dokázal aº v roce 1761 Johann Heinrich Lambert. Pozd¥ji byla podána celá °ada alternativních
d·kaz·, p°esto ºádný z nich není úpln¥ triviální. My si v následujícím textu p°iblíºíme postup,
zaloºený nejvíce na my²lenkách Ivana Nivena z roku 1947. Pro úplné pochopení je nutné osvojení
si základních znalostí z integrálního po£tu, které jsou p°edm¥tem u£iva posledního ro£níku
studia.

Budeme vy²et°ovat vlastnosti posloupnosti £ísel {an} pro n ∈ {0, ... ,∞}, n-tý £len je de�-
nován pomocí ur£itého integrálu

an =
qn

n!

πˆ

0

[x(π − x)]n sinx dx,

kde q je prozatím libovolný kladný parametr. P°ímou integrací m·ºeme vy£íslit první dva
£leny a0 (dosadíme 0! = 1)

a0 =

πˆ

0

sinx dx = 2

a a1 (integrujeme per-partes)

a1 = q

πˆ

0

x(π − x) sinx dx = 4q .

Dal²í £leny posloupnosti (pro n ≥ 2) m·ºeme získat pomocí rekurentní formule

an = (4n− 2)qan−1 − (qπ)2 an−2,

jejíº odvození je pro zvý²ení p°ehlednosti p°esunuto do p°ílohy. Dále budeme pot°ebovat od-
hadnout hodnotu an. K tomu si nejprve uv¥domíme, ºe funkce x(π − x) i funkce sinx jsou
v intervalu (0; π) kladné, takºe ur£itý integrál a následn¥ i kaºdý £len posloupnosti je kladný.
Ob¥ zmín¥né funkce dosahují na intervalu 〈0;π〉 svého maxima pro x = π/2, jeho hodnota £iní
v prvním p°ípad¥ π2/4, pro sinus pak 1. V krajních bodech integra£ního intervalu nabývají ob¥
funkce hodnoty 0 a délka intervalu je π. S t¥mito znalostmi pak jiº m·ºeme uvést odhad

0 < an < π
qn

n!

(
π2

4

)n
.

V tuto chvíli jsme si p°ipravili ve²keré pot°ebné nástroje, takºe m·ºeme p°istoupit k vlast-
nímu d·kazu. Budeme (jak jinak) dokazovat sporem, tj. budeme p°edpokládat, ºe lze psát

π =
p

q
,



kde nyní p i q jsou p°irozená £ísla (víme, ºe π je rozhodn¥ kladné). Za t¥chto podmínek jsou a0
i a1 p°irozená £ísla a rekurentní vzorec má po dosazení tvar

an = (4n− 2)qan−1 − p2an−2.

Pomocí matematické indukce z toho m·ºeme odvodit, ºe an je celé £íslo pro libovolné n.
Nyní up°eme pozornost k odhadu an. Dob°e víme, ºe faktoriál je velmi rychle rostoucí

funkce, její r·st pro dostate£n¥ velké n vºdy p°eváºí nad exponenciální funkcí. Platí tedy

lim
n→∞

an = lim
n→∞

π
(qπ2/4)

n

n!
= 0

a pro dostate£n¥ velká n ur£it¥ platí1 0 < an < 1. Dle rekurentního vzorce je an celé £íslo, coº
je s poslední nerovností ve sporu. Z toho vyplývá, ºe π nelze zapsat ve tvaru zlomku a je to
tedy £íslo iracionální.

P°íloha

Integrály, kde integrand je sou£inem goniometrické funkce sinx nebo cosx a dostate£n¥ hladké
(tj. dostate£n¥ derivovatelné) funkce f(x) °e²íme metodou per-partes. Pokud ji aplikujeme dva-
krát za sebou, mámeˆ
f(x) sinx dx = −f(x) cosx+

ˆ
f ′(x) cosx dx = −f(x) cosx+ f ′(x) sinx−

ˆ
f ′′(x) sinx dx .

Pro ur£itý integrál v rozmezí 0 aº π se vztah zjednodu²í s vyuºitím hodnot goniometrických
funkcí v krajních bodech intervalu na tvar

πˆ

0

f(x) sinx dx = f(0) + f(π)−
πˆ

0

f ′′(x) sinx dx .

V na²em p°ípad¥ dosadíme f(x) = [x(π − x)]n, pro druhou derivaci spo£teme

f ′′(x) = n(n− 1)(π − 2x)2 [x(π − x)]n−2 − 2n [x(π − x)]n−1.

Protoºe platí (π − 2x)2 = π2 − 4 [x(π − x)], m·ºeme poslední vztah upravit na tvar

f ′′(x) = n(n− 1)π2 [x(π − x)]n−2 − n(4n− 2) [x(π − x)]n−1.

Na²e funkce f(x) nabývá v obou krajních bodech integra£ního intervalu nulové hodnoty. Proto
po dosazení druhé derivace dostáváme pro an vyjád°ení

an =
qn

n!

πˆ

0

f(x) sinx dx = −q
n

n!

πˆ

0

f ′′(x) sinx dx

an = (4n− 2)q
qn−1

(n− 1)!

πˆ

0

[x(π − x)]n−1 sinx dx− (qπ)2
qn−2

(n− 2)!

πˆ

0

[x(π − x)]n−2 sinx dx

a s uváºením de�nice £len· posloupnosti jiº kone£n¥ máme pro n ≥ 2 hledaný rekurentní vzorec

an = (4n− 2)qan−1 − (qπ)2 an−2.

1�leny an se shora blíºí k 0. Z de�nice limity ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N takové, ºe ∀n > n0 platí an < ε. Horní odhad
získáme pro ε = 1.


